Granice funkcji jednej zmiennej
Przypomnienie:
Zmienna y jest funkcja zmiennej x, jezeli kazdej z dopuszczalnych wartosci x odpowiada

doktadnie jedna warto$¢ zmiennej y .

Dla skrocenia zapisu stosujemy symboliczne oznaczenia funkcji, np. y = f(x), s = F(¢) itd.
Jezeli f(x)=2x+3todla x =4 warto$¢ tej funkcji jest rowna: f(4)=2x4+3=11
Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje:

1) potegowa y = x"

2) wyktadnicza y =a”

3) logarytmiczng y =log_ x dla a>01a =1

4) trygonometryczne y =sinx, y =cosx, y =1gx, y = cIgx

5) cyklometryczne y = arcsin x, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx

Funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje, ktére mozna wyrazi¢ jednym wzorem, w
ktorych wystgpuje skonczona ilo§¢ dziatan arytmetycznych i skonczona ilo$¢ operacji
oznaczanych przez symbole podstawowych funkcji elementarnych.
Wszystkie pozostate funkcje nazywamy nie elementarnymi.
Przyktady:
3
dlax<0
Funkcja y = raax nie jest funkcja elementarna.
x+2dlax>0
Funkcja y = Sxsin x jest funkcja elementarna.
Funkcje f(x)o whasnosci f(x) = f(—x) nazywamy funkcja parzysta, np. y = x>, bo
x* =(-x)’
Funkcja jest nieparzysta, jezeli f(x)=—f(-x),np. y=x",bo x’ = —(—x)’
Funkcje: a* czy Jx nie sa parzyste ani nieparzyste.
Pierwiastkami (albo miejscami zerowymi) funkcji nazywamy takie warto$ci argumentu, dla
ktorych funkcja przyjmuje warto$¢ zero. Pierwiastki funkcji f(x) znajdujemy, przyrownujac
funkcj¢ do zera 1 rozwiazujac réwnanie f(x) =0.
Aby znalez¢é miejsca zerowe funkcji f'(x) = x> +10x +9 rozwiazujemy réwnanie:
x> +10x+9=0. Liczby: x, =—9, x, =—1 sa rozwiazaniami tego rownania, czyli miejscami
zerowymi funkcji.
Dziedzing funkcji nazywamy zbior tych wszystkich jej argumentow, dla ktorych funkcja ma
okreslona warto$¢. Dziedziny podstawowych funkcji elementarnych:

Funkcja potegowa y = x" o wykladniku wymiernym dodatnim n = 2 dla nieparzystych £

jest okres$lona na catej osi liczbowej, natomiast dla parzystych S jest okreslona dla x >0
Funkcja wyktadnicza y = a* (a > 0) jest okreslona na calej osi liczbowe;j.

Funkcja logarytmiczna y =log, x (a > 0) jest okreslona dla x >0

Funkcje trygonometryczne y = sin x, y = cos x sa okreslone na catej osi liczbowe;j. Funkcja

y = tgx jest okreslona na catej osi z wyjatkiem punktow: x, = (2k + l)% (k=...-2,-1,0, 1, 2.

...). Funkcja y = ctgxjest okreslona na catej osi z wyjatkiem punktow: x, =kz .
Funkcje kotowe (odwrotne do trygonometrycznych y = arcsin x, y = arccos x sa okreslone dla
—1<x<1,a y=arctgx, y =arcctgx sa okreslone na catej osi liczbowe;.



Przy wyznaczaniu dziedziny funkcji elementarnej nalezy zwréci¢ uwagg na:

1) Pierwiastki stopnia parzystego; funkcja bedzie okreslona tylko dla takich wartosci
argumentu x , dla ktorych wyrazenie pod pierwiastkiem jest nieujemne.

2) Na mianowniki wyrazen ulamkowych. Funkcja bedzie okre$lona dla tych wartoscix, dla
ktorych mianowniki sa r6zne od zera.

Definicje:

1) Liczbe anazywamy granica zmiennej x, jezeli dla kazdej dodatniej liczby ¢ istnieje
taka warto$¢ x, zmiennej x poczynajac, od ktorej dla wszystkich nastgpnych wartosci
zmiennej bezwzgledna warto$¢ réznicy | a — x | jest mniejsza od €.

2) Zmienna a nazywamy nieskonczenie mata, jezeli dla kazdej, dodatniej liczby &
istnieje taka warto$¢ a, zmiennej a, poczynajac, od ktorej wszystkie nastgpne
warto$ci zmiennej sa, co do wartosci bezwzglednej mniejsze od ¢.

3) Zmienna z nazywamy nieskonczenie duza, jezeli dla kazdej dodatniej liczby N istnieje
taka warto$¢ z, zmiennej z poczynajac, od ktorej wszystkie nastgpne wartosci
zmiennej sa, co do wartosci bezwzglednej wigksze od N.

Jezeli ajest granica zmiennej x , to mowimy, ze x dazy do aipiszemylimx=a lub x > a
Wielko$¢ nieskonczenie wielka nie ma granicy, dla skrocenia zapisu moéwimy umownie,
ze z dazy do nieskonczonosci. i piszemy: z — oo lub limz = o
z definicji granicy wielko$ci zmiennej oraz z definicji wielko$ci nieskonczenie matych
1 nieskonczenie wielkich wynika, ze:
1) granica nieskonczenie matej wielkosci jest zero (a wigc jesli a jest wielko$cia
nieskonczenie malg to lima =0)
2) réznica zmiennej i jej granicy jest wielko$cia nieskonczenie mala( a wigc jesli limx =a,
tox—a=0)
3) odwrotnos$¢ wielkos$ci nieskonczenie duzej jest wielko$cia nieskonczenie mata
C e 1
(awigcjesli z—>oto——0)
z
4) odwrotnos$¢ wielkos$ci nieskonczenie matej jest wielkos$ciag nieskonczenie duza
Ce 1
(awige jezeli a > 0,f0 — —> )
a
Definicja.
Jezeli f(x) > b, gdy x — a (nie przybierajac wartosci a ), to liczb¢ b nazywamy granica
funkcji f(x) w punkcie a.

Granice funkcji mozna tez okresli¢ bez odwotywania si¢ do pojecia granicy zmienne;..
Definicja

Liczba b nazywa sig granica funkcji f(x) dla x — ajezeli dla kazdej liczby ¢>0 mozna
dobrac¢ taka liczbg 0 >0, ze | f(x)—b | bedzie mniejsze od €gdy | x —a| dla x # a bedzie
mniejsze od O .

Jezeli liczba b jest granica funkcji f(x) dla x dazacych do a, to piszemy:

}gr: f(x)=b,gdy x dazy do @ w dowolny sposob.

lim0 f(x)=>b,gdy x dazy do a z lewej strony, czyli tak, ze x jest stale mniejsze od a;

limo f(x)=b, gdy x dazy do a z prawej strony, czyli tak, ze x jest stale wigksze od a;



Jesli istnieje granica funkcji, gdy x — a w dowolny sposob, to rowniez istniejq 1 maja taka
sama wartos$¢ granice jednostronne tej funkcji, gdy x — a tylko z lewej strony lub tylko

z prawej strony, a wigc:

Jezeli lglg f(x)=>b,to VEEI}O f(x)= xligriof(x) =b

Natomiast, jezeli granice jednostronne sa rézne lub jedna z nich nie istnieje, to granica funkcji
dla x — anie istnieje.

Przyklady

=1

RYS 1) Niech funkcja f(x) ma wartos¢ 2 dla x =1, dla x > 1wartosci funkcji sa rowne 1,

dla x <1 wartosci funkcji sa rowne -1.
Funkcja f(x) nie ma granicy w punkcie 1, poniewaz granica prawostronna i lewostronna

funkcji sa rozne.

lim F0 =1 Jip /=1

RYS 2) Funkcja f(x) ma warto$¢ 2 dla argumentu x =1, dla argumentéw réznych od 1
warto$ci funkcji sa rowne 1.

Funkcja f(x)ma granicg w punkcie x =1, poniewaz granice lewostronna i prawostronna
funkcji sa sobie roéwne.

xliﬁgo f(x)=1 xliﬁglo f(x)=1, azatem lxiil’ll f(x)=1

Cwiczenie 1
Biorac n=0,1,2,3... utozy¢ tabelke wartosci zmiennej: y =1+ 0,1" oraz okresli¢ zachowanie
si¢ tej zmiennej przy n rosngcym nieograniczenie, czyli dla n — oo.

n 0 1 2 3 4 5 n—>w

y 2 1,1 1,01 1,001 1,0001 | 1,00001 y—=>1+0

Wraz ze wzrostem n kolejne warto$ci zmiennej y daza do jednosci, zatem dla dostatecznie
duzych warto$¢ bezwzgledna réznicy | y —1|bgdzie mniejsza od dowolnie matej liczby

dodatniej &, co mozna udowodnic.
Dowad.
Niech begdzie dana liczba ¢ > 0.Mozna wykaza¢, ze dla pewnych wartosci n: |y-1|<¢

Poniewaz| y —1]=0,1", wigc wystarczy wykaza¢, ze: 0,1" <& w tym celu logarytmujemy obie
strony nierdwnosci i rozwigzujemy nierownoscé.
1g0,1" <lge =  nlg0l<lge = -—ln<lge = n>-lge= n>lge' =

n> lgl, co oznacza, ze | y —1| bedzie mniejsza od ¢ gdy tylko n bedzie wigksze od lgl.
&£ &£

Wobec tego zgodnie z definicja (1), zmienna y ma granicg rowna jednosci: lim y =1

n—>0




Cwiczenie 2
2x+3 2

Wykazaé, ze lim
X—>0 3x 3

2x+3 2 2x+3-2x 3 1

Rozwiazanie: Utworzmy rdznicg

3x 3 3x T3x o«
Gdy x — oo roznica ta jest wielkoscia nieskonczenie mata(jako odwrotnos¢ wielkosci

nieskonczenie wielkiej). Jezeli zmienna

rézni si¢ od statej 2 o wielkos¢
X 3
nieskonczenie mala, to stata ta jest granica zmienne;j.
Twierdzenia o nieskonczenie matlych i o granicach.

1. Suma skonczonej ilo$ci wielkosci nieskonczenie matych jest takze wielkoscia

nieskonczenie mala.

2. TIloczyn wielkosci nieskonczenie matej i wielko$ci ograniczonej jest takze wielkoscia
nieskonczenie mala.
Granica stalej jest rowna wartos$ci tej stale;j.
4. Granica sumy skonczonej liczby sktadnikow jest rowna sumie ich granic.

lim(utv-w)=lim u+lim v-lim w

5. Granica iloczynu skonczonej liczby czynnikow jest rowna iloczynowi ich granic.

lim(uvw) = limu x limv x lim w

(98]

6. Granica ilorazu jest rowna ilorazowi granic dzielnej i dzielnika, jesli granica dzielnika

jest r6zna od zera. lim2 = ll.mu , limv #0
v limvy

Przyklad 1
Znalez¢ granice funkcji
a)

1im(2x—3—— =lim2xlimx—lim3 -1 =2x1-3--=-2
x—l1 X x—1 x—l1 x—1 hnll X 1
b)

: .1

lim x sin —

x—0 X

Gdy x — 0 argument 1 — o0 a czynnik sinl bedzie przyjmowatl wartosci od -1 do 1,
X X
nie dazac do zadnej okreslonej granicy, czyli czynnik ten nie ma granicy, ale jest wielkoscia

ograniczona, bo <1. Dlatego, zgodnie z twierdzeniem 2, dana funkcja, jako iloczyn

!
sin —

X
wielkosci nieskonczenie malej x i ograniczonej wielkosci sin—, bgdzie wielko$cia
x

nieskonczenie mata i jej granica bedzie réwna zeru. limxsin— =0
x—0 X
c)
1

Wyznaczy¢ granicg lewostronna i prawostronng funkcji y = 2
Jezeli zmienna x begdzie zmierza¢ do zera z lewej strony poprzez ujemne wartosci, czyli gdy

x bedzie nieskonczenie mata wielkos$cia ujemna, to — begdzie nieskonczenie wielka
X

wielko$cia ujemna, a —— nieskonczenie wielka wielko$cia dodatnia.
X



1
-1 1 - +00
Po wstawieniu za liczbg 2 = (%) otrzymamy lim 2~ = lim(éj "= (lj =0.

x—>—0 2
1 1
Jezeli x > 40 (z prawej strony) to — — +o0 i lim2* =2 = +o0
X

x—>+0
Granice: lewostronna i prawostronna funkcji sa rozne, czyli funkcja nie ma granicy,
gdy x > 0.
Uwaga: W programie omega, po narysowaniu wykresu tej funkcji i naci$nigciu klawisza =2
ustawiamy x=0, a nast¢pnie po wybraniu opcji: %E (granica prawostronna) lub gl (granica

lewostronna) i ponownym nacisnigciu klawisza |
rozumowania.

znajdziemy potwierdzenie powyzszego

Obliczanie granic
Granica funkcji w danym punkcie nie zalezy od tego, czy funkcja jest okreslona w tym
punkcie czy tez nie.
a) Jezeli rozpatrywana funkcja jest funkcja elementarnag i jezeli warto$¢ graniczna
argumentu nalezy do dziedziny funkcji, to obliczanie granicy sprowadza si¢ do
podstawienia warto$ci granicznej argumentu, czyli liin f(x)= f(a)

b) Jezeli argument dazy do nieskonczonosci lub do liczby nie nalezacej do dziedziny
funkcji, to w kazdym z tych przypadkow poszukiwanie granicy wymaga specjalnego
badania.

Warto tez wykorzystywac twierdzenia dotyczace najczesciej wystepujacych granic przy

obliczaniu innych granic i odgrywaja one rolg¢ wzorow, ktore warto pamigtac.

Te podstawowe twierdzenia, to:

(stala ajest wszedzie dodatnia)

) .oXx . a . a . a
limax=o0 lim—=ow lim—=-0 lin—=+0 lim—=0

X—>0 X0 x—>-0 x x—>+0 x x—® x
Ogdy|al<l
lima* =4 +oogdya>1
wegdya<-1"
Y Gdy a<0 zmienna x moze przyjmowaé tylko wartoéci catkowite.
O0gdy|al>1
lima* =9 +0gdy0<ax<l
wgdy-1<a<0"
Y Gdy a<0 zmienna x moze przyjmowa¢ tylko wartoéci catkowite.
. —wogdya>1 . —wgdya>1
lim log, x = lim log, x =
X4 +ogdyl0<ax<l x40 +ogdyO<ax<l
. X 1
lim 22—y lim(l + lj =lim(1+a)* = e ~2,71828
X a—>

x—0 x xX—0



Bardziej ztozone przypadki znajdowania granic funkcji to takie, gdy funkcja jest typu:
DY DE Hoxw,  Ho-w, I
0 )

Przystepujac do wyznaczenia granicy funkcji nalezy najpierw sprawdzi¢, jakiego typu
jest to funkcja w tym celu podstawiamy w miejsce argumentu wartos¢, do ktorej ten
argument ma zmierzac.

Ad1)

W przypadku tym przeksztatcamy wyrazenie tak, aby utamek mozna byto skrocié przez
czynnik dazacy do zera.

Przyklad 1

x=2 : 1 1

.ox—2 .
lim 2 =lim————————— =1lim —
=2xT =4 o2(x+2)(x-2) =2x+2 4

Przyklad 2

5 4 2 _ 4 _
lim X2 X 230 g XX 3 Gielimy licznik § mianownik przez x-+2)
2" +2x7 +3x" +5x—-2  2x" +3x-1 5

Ogodlnie, jezeli wyznaczamy granice utamka, ktorego licznik i mianownik sa wielomianami,
wielomianami miejscach zerowych w punkcie granicznym x=a, to na podstawie twierdzenia
Bezouta wiemy, ze wielomiany te dziela si¢ bez reszty przez x-a.

Przyklad 3

lim sin” x ~lim 1—cos® x lim I—cosx 2
7 ]4cos’ x 7 (1+cosx)(l—cosx+cos’x) +»7l—-cosx+cos’x 3

(rozktadamy licznik 1 mianownik na czynniki 1 skracamy utamek przez 1+ cosx)

Przyklad 4

o I=Ax+1 . (A=~x+D)A+~x+1) . -1 1
lim = lim = lim N
=0 x x>0 x(I++/x+1) 0l4yx+1 2

(usuwamy niewymiernos¢ w liczniku mnozac licznik i mianownik przez 1++/x+1,
a nastepnie dzielimy licznik 1 mianownik utamka przez x)

Przyklad S ( )
. tgx L tgx\l + /1 + tgx T o)
1‘1231— 1+tgx_£1£% I-1-1tgx B £1§3(1+ 1+tgx)— 2

(mnozymy licznik i mianownik przez 1+ 4/1+#gx , a nastgpnie skracamy utamek przez
czynnik 7gx)

Przyklad 6

lim sin 3x _ limZ»s1n3x 3 %im sin3x _3x123

-0 x x>0 3x 3x>0 3y

(przeksztatcamy funkcje tak, aby moc skorzysta¢ z jednej z podstawowych granic,
. .. .. sina

mianowicie: lim——=1)

a0 o



Przyklad 7

X

2 2 —_
lim—> = lim—> =2 lim—2— | =2x1=2
xaol_cosx x—0 . 9

(korzystamy ze wzoru trygonometrycznego 1—cosx = 2sin’ % )

Przyklad 8

2 2 .
lim—> =% iy 8V=2) 4 vy 18V SNV o g
x—-2 a]/'ctg(x + 2) v—0 v v—0 v v—>0 coSV v>0  p

(podstawiajac arctg(x +2) =v otrzymamy x +2 =1gv, przy czym: gdy x > -2,to v —>0)

Ad 2)
Przyklad 1
: 3L

3x7 -1 : x2 3-0 3
1 > = lim = ==
on5xt 4 2x e o 2 5-0 5

x

(Dzielimy licznik i mianownik utamka przez x° czyli przez najwyzsza z wystepujacych poteg
X)

Zadanie to mozna takze rozwiazaé inaczej, za pomoca zamiany zmiennej. Podstawiajac

. . 1
mianowicie x = — otrzymamy: o — 0, gdy x — oo, zatem
a

.
2 T 2
T AL [ S [
o5y 42x @20 5 2 a0542¢ 5
o’ «a

Ogolnie, przejscie graniczne dla x — o0 mozna zawsze sprowadzi¢ do przejs$cia granicznego

dlaa — 0jesli za nowa zmienna przyjmie si¢ odwrotno$¢ zmiennej wyjsciowej, czyli o = —.
X

Przyklad 2
lim —— = lim ! = 1 = —1 (dzielimy licznik i mianownik przez n)
n—»—w [nZ + 1 n—»—w 1 — 1
=1+
n
Przyklad 3
2+2n o
2444+6+...+2n ) 2 " ) n ) 1
im = lim =lim — = lim ——=1
noe [ 434544+ 2n+1) o 1+ 2n+1 novo gl oo ]
— (n+1) 1+—
n

(Licznik jest tu suma n wyrazow ciagu arytmetycznego, mianownik suma n+1 wyrazoéw
innego ciagu arytmetycznego. Nalezy zsumowac¢ oba wyrazenia wedtug znanego wzoru na
sumg wyrazow ciagu arytmetycznego.)



Ad 3)
Ten przypadek wyznaczania granicy funkcji typu 0 x oo, mozna sprowadzi¢ do przypadku

0 lub 2
0 o0
Przyklad 1
(l—x)sinE
. oo ..o, l=x . l-x
lim(l - x)tg — = lim—— = = limsin —lim =Ixlim—— =
x—1 2 x—1 X x—1 2 x>l X P N /5%
COS — COS — sin| —— —
2 2 (2 2)
ﬂ(lj
:Enrrll 2\x)  _2,,.2
e sin%(l—x) 7 i

(Wyrazenie przeksztalcamy na utamek w ktérym licznik i mianownik daza do zera)

Przyklad 2

(7 3 - im
hm(— - xj cos ec(—ﬁ + xj =limtcosec(r —t)=lim——=1
H% 4 =0 t=0 8in ¢

(Podstawiamy: % —-x=t)

Przyklad 3

acosa ~1

lim xarctgx = lim o ctga = lim — = lim cosa x lim —
X—>+00 a—>+0 a->+0 SIna a—>+0 a—>+0 §1n &

(Podstawiamy arctgx = o 1 otrzymujemy x = ctga , przy czym o — +0 gdy x — +0)

Ad 4)
Ten przypadek wyznaczania granicy funkcji typu oo — oo, mozna sprowadzi¢ do przypadku:
0 0
— lub —.
o0
Przyklad 1
: 1 4 Lox=2 . 1 1
lim -— =lim—; = lim =—
oA\ x=2 x"—-4) >2x" -4 2x42 4
(Odejmujemy utamki i otrzymany utamek skracamy przez x-2.)
Przyklad 2
2 2
tim (" + 5 )= lim ) A FA) I S
n—>+w n—>+ow X + [x2+5x n—>+oox+ ’x2+5x
fim 2 =2

e
I+ 1+é
X

(Rozpatrujemy funkcje jako utamek o mianowniku 1, pozbywamy si¢ niewymiernosci
w liczniku, a nast¢pnie dzielimy licznik i mianownik utamka przez x.)



Ad5)
W tym przypadku w celu znalezienia granicy korzystamy z nastgpujacej granicy podstawowe;j

n 1

lim(l + l) =lim(l+a)* =e

n—o n a—0

(Logarytm o podstawie e nazywa si¢ logarytmem naturalnym i oznaczamy przez In.

C ) ) 1

Logarytmy naturalne i dziesigtne sa zwiazane wzorami: g x =lgelnx oraz Inx = lg_x
ge

Przyklad 1

. n]e ne
. a . a \a . a\a
hm(l + —j =1lim (1 + —) = hm(l + —J =e"
n—0 n n—>»00 n ﬂ—)oc n
a

lub inaczej, podstawiajac n = ax, mamy x — o gdy n — o0

lim(l +ﬁj — lim| 1+ lj = 1im{(1 + l} } - {lim(l + lj } = o
n—wo n X—00 x X—>00 x X—>00 x
Przyklad 2

2 2
lin(} V1-2x = lirré(l +a) = {liné(l + a)a} =e”’

(Podstawiajac: —2x =amamya — 0gdy x = 0)

Regula de I’Hospitala i jej zastosowanie przy obliczaniu granic funkcji.
Skutecznym $rodkiem wyznaczania granicy funkcji w przypadkach, gdy jest ona typu:

% (ilorazem dwoéch wielkosci nieskonczenie matych) lub typu i (ilorazem dwéch wielkosci
o0

nieskonczenie duzych) jest reguta de I’Hospitala, ktéra moéwi: Granica stosunku dwu
wielkos$ci nieskonczenie matych lub nieskonczenie wielkich wielkosci jest rowna granicy
stosunku pochodnych tych wielko$ci, pod warunkiem, Ze ostatnia granica istnieje lub zmierza
do nieskonczonosci.

a)

Gdy okaze sig, ze iloraz pochodnych jest tez wyrazeniem typu % lub 2 , to regule
(e 0]

de I’Hospitala mozna stosowa¢ ponownie, a nawet wielokrotnie (jesli jest to celowe).

Przyklad 1

) x'=16 ) 4x° 32 16
lim 5 5 = lim > =—=—
-2 x +5x° —6x—-16 23x“+10x—-6 26 13

Przyklad 2
m m m—1
. X —a . mx m _
lim = lim —=—a""
x—a xn — an x—a nx’k n

(Po stwierdzeniu, ze sa to przypadki ilorazéw typu: % stosujemy regute de I’Hospitala)



Przyklad 3

3 2
l—cosax .. asinax .. a’ cosax _a

lim = lim— =lim —
»>0 ] —coshx 0 bsinbx 0 p2cosbx b

(Po stwierdzeniu, ze jest to przypadek ilorazu typu: % stosujemy regule de I’Hospitala

dwukrotnie)
Czasami stosowanie reguly de ’Hospitala nie prowadzi do celu.

Przyklad 4

2

. tgx . sec” x . Secx . 1gx
lim & _ lim = lim = lim &
Hg secx H% sec xtgx Hg 1gx H% secx

(Granicg wyznaczamy za pomoca elementarnego przeksztatcenia)

. tex . sinxcosx .. .
lim g _ lim————— =limsinx =1
TSeCX %  COSX N

2 2 2

Przyklad §

. _x—sinx . l—cosx .. X . . . .
lim —— = lim =lim¢g*> = (Stosowanie reguly de I’Hospitala nie prowadzi do
oo x+sinx e l+cosx o= 2
wyniku, poniewaz granica nie istnieje. Szukang granice mozna wyznaczy¢ w sposob

elementarny)

sin x

. x—sinx . o
lim — = lim L =1, gdyz |sinx[<1
X020 X + 81N X x—>°°1+ S x

X

b)

Kiedy funkcja jest typu 0x oo lub oo — oo przeksztatcamy funkcj¢ do postaci utamka

1 wyznaczanie granicy sprowadzamy do przypadku: % lub 2.
o0

Przyklad 1

x 1 1
hmxcthx =lim = lim =—
=0 tg2x 0 2sec’ 2x 2

Przyklad 2
lim (\/_ In x)— lim 1— = lim =-31lim \/_ =
x—>+0 x—>+0 L x—>+0 — x—>+0

3 3
X 3x4

(Po sprowadzeniu do przypadku % stosujemy regule de I’Hospitala)

Przyklad 3

. 1 1 . x-—sinx . 1—cosx ) sin x

limf —=—|=lim——=lim—— =1lim —=0
=0\sinx Xx =0 xsmx ->0ginx+xcosx *02cosx—xsinx

(Po sprowadzeniu do przypadku % stosujemy regul¢ de I’Hospitala dwukrotnie.



¢) Przypadki funkcji typu:1°, «°, 0° takze sprowadzamy do przypadkow: % tub 2
o0

w nastgpujacy sposob: Dana funkcj¢ logarytmujemy i znajdujemy granice jej logarytmu,

a nastegpnie, gdy znamy granic¢ logarytmu funkcji, wyznaczamy granicg samej funkcji.

Przyklad 1
a = lim(tgx)**" Stwierdziwszy, ze zachodzi przypadek 1”, logarytmujemy funkcje

x—>—
4

i szukamy granicy jej logarytmu. a = lim(zgx)***

x—=
4

Ina = lim In(tgx)*>* = lim tg2x x In fgx = lim 1

” N T ctg2x
4 4 4

(sprowadzili$my poszukiwanie granicy

do przypadku% , a nastgpnie stosujac regule de I’Hospitala, otrzymamy:

2
Ina = lim[ setc ap (=2cosec’2x) | = -1 Znajac granice logarytmu funkcji, znajdujemy
| tgx
4

granice funkcji a = e’

Przyklad 2

1
lim (ln x)} Po ustaleniu, ze zachodzi przypadek oo”, obliczamy granice logarytmu funkcji.

1
a=lim(inx): Ing= lim 2000

X—>+00 X—>+00 X

Otrzymalismy przypadek Swiqc stosujemy regute
o0

de I’Hospitala Ina = lim(

X400

: IJ =0 skad wynika, ze poszukiwana granica a = e’ =1
xlnx

Przyklad 3

6

lim x'+2nx Stwierdziwszy, ze zachodzi przypadek 0°, wyznaczamy granice:
x—>+0

6

a = lim x!+2hnx Ina = lim 61ii otrzymali$my przypadek Ny Stosujemy regute
x—>+0 x—>+0 1 + 2 ln X o0

de I’Hospitala Ina =6 lin})(l : EJ =6 x% =3 a wigc poszukiwana granica wynosi a = e”.
X—>+ X X



